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Descriptif du mode`le de Nagin
Nous avons une collection de trajectoires individuelles.
Nous voulons diviser la population en sous-populations homoge`nes et
estimer une trajectoire moyenne pour chaque sous-population.
Ceci reste un mode`le inter-individuel, mais contrairement a` d’autres
mode`les classiques, il permet l’existence de sous-populations avec des
comportements comple`tement diffe´rents.
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La fonction de vraisemblance (1)
Conside´rons une population de taille N sur laquelle est de´finie une variable
Y .
Soient Yi = yi1 , yi2 , ..., yiT T mesures de la variable, aux temps t1, ...tT
pour l’individu nume´ro i .
P(Yi ) de´signe la probabilite´ de Yi
variable de comptage ⇒ loi de Poisson
donne´s binaires ⇒ distribution logit binaire
donne´s censure´s ⇒ loi normale censure´e
But de l’analyse : Trouver r groupes de trajectoires d’un type donne´ (par
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La fonction de vraisemblance (2)
pij : probabilite´ pour que l’individu i appartienne au groupe nume´ro j
⇒ pij est la taille du groupe j .













qui permettent de maximiser la probabilite´ des
mesures obtenues.
P j(Yi ) : probabilite´ de Yi si l’individu i appartient au groupe j





Mode`le de me´lange fini
(
Daniel S. Nagin (Carnegie Mellon University)
)
fini : somme sur un nombre fini de groupes
me´lange : population compose´ d’un me´lange de groupes non observe´s
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La fonction de vraisemblance (3)
Hypothe`se : Pour un groupe donne´, les diffe´rentes mesures d’un individu
sont inde´pendantes conditionnellement par rapport a` l’appartenance au
groupe ! ! !




ou` pj(yit ) de´signe la probabilite´ de yit sachant qu’on se trouve dans le
groupe j .
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Le cas de la loi normale censure´e (1)

















it + εit , (4)
ou` εit ∼ N (0, σ), σ est l’e´cart-type constant.
Alors,





it si Smin ≤ y∗it ≤ Smax ,
yit = Smax si y
∗
it > Smax ,
ou` Smin et Smax sont le minimum et le maximum de la loi normale
censure´e.
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φ : densite´ de la loi normale centre´e re´duite.
Φ : fonction de re´partition de la loi normale centre´e re´duite.
Alors,














pour Smin ≤ yit ≤ Smax , (6)
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Le cas de la loi normale censure´e (3)


















Ces e´quations sont trop complique´es pour espe´rer obtenir une solution
alge´brique.
⇒ me´thode quasi-Newtonnienne de recherche de maximum
Logiciel :
Proce´dure SAS appele´e Proc Traj
de Bobby L. Jones (Carnegie Mellon University).
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Une astuce calculatoire
Les estimations de pij doivent appartenir a` l’intervalle [0, 1].
Il est difficile de forcer cette contrainte lors de l’estimation du mode`le.
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Le mode`le de Muthe´n (1)
Muthe´n et Shedden (1999) : Generalized growth curve model
Extension e´le´gante et techniquement difficile du mode`le normal censure´.
Ajoute des effets ale´atoires aux parame`tres βj qui de´finissent la trajectoire
moyenne des groupes.
Les trajectoires des membres individuels d’un groupe peuvent donc varier
par rapport a` la trajectoire du groupe.
Software :
Paquet Mplus de L.K. Muthe´n et B.O Muthe´n.
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Le mode`le de Muthe´n (2)
Avantages du GGCM
On a besoin de moins de groupes pour obtenir un mode`le safisfaisant.
De´sadvantages du GGCM
1 Difficile a` e´tendre a` d’autres types de donne´es.
2 Pour une personne donne´e, il est parfois difficile de trouver le groupe
auquel elle appartient.
3 Le mode`le peut cre´er l’illusion de groupes qui n’existent pas en re´alite´.
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 13 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
Le mode`le de Muthe´n (2)
Avantages du GGCM
On a besoin de moins de groupes pour obtenir un mode`le safisfaisant.
De´sadvantages du GGCM
1 Difficile a` e´tendre a` d’autres types de donne´es.
2 Pour une personne donne´e, il est parfois difficile de trouver le groupe
auquel elle appartient.
3 Le mode`le peut cre´er l’illusion de groupes qui n’existent pas en re´alite´.
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 13 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
Le mode`le de Muthe´n (2)
Avantages du GGCM
On a besoin de moins de groupes pour obtenir un mode`le safisfaisant.
De´sadvantages du GGCM
1 Difficile a` e´tendre a` d’autres types de donne´es.
2 Pour une personne donne´e, il est parfois difficile de trouver le groupe
auquel elle appartient.
3 Le mode`le peut cre´er l’illusion de groupes qui n’existent pas en re´alite´.
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 13 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
Le mode`le de Muthe´n (2)
Avantages du GGCM
On a besoin de moins de groupes pour obtenir un mode`le safisfaisant.
De´sadvantages du GGCM
1 Difficile a` e´tendre a` d’autres types de donne´es.
2 Pour une personne donne´e, il est parfois difficile de trouver le groupe
auquel elle appartient.
3 Le mode`le peut cre´er l’illusion de groupes qui n’existent pas en re´alite´.
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 13 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
Se´lection du mode`le
Crite`re d’information de Bayes (Bayesian Information Criterion) :
BIC = log(L)− 0, 5k log(N), (11)
ou` k de´signe le nombre de parame`tres du mode`le.
Rule :
Plus le BIC est grand, mieux est le mode`le !
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Probabilite´ d’appartenance a` un groupe
Probabilite´ a posteriori pour que l’individu i appartienne au groupe j :
P(j/Yi ).
The´ore`me de Bayes :




Les grands groupes ont en moyenne des estimations de probabilite´s plus
grandes.
Pour eˆtre classe´ dans un petit groupe, un individu donne´ doit vraiment
eˆtre tre`s consistent avec celui-ci.
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Diagnostics du mode`le(1)
Diagnostic 1 : Probabilite´ a posteriori d’affectation moyenne (Average
Posterior Probability of Assignment)
AvePP devrait eˆtre suprieure a` 0, 7 pour tous les groupes.




pˆij/1− pˆij . (13)
OCCj devrait eˆtre supe´rieure a` 5 pour tous les groupes.
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Diagnostics du mode`le (2)
Diagonostic 3 : Comparer pˆij a` la taille du groupe j
Le rapport des deux devrait eˆtre proche de 1.
Diagonostic 4 : Intervalles de confiance pour l’appartenance aux
groupes
Les intervalles de confiance pour l’appartenance aux groupes devraient eˆtre
petits, c.a.d les e´carts-types de pij devraient eˆtre petits.
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Les donne´es
Salaires des salarie´s dans le secteur prive´ au Luxembourg de 1940 a` 2006.
Environ 7 millions de lignes correspondant a` 718.054 salarie´s.
Quelques variables sociologiques :
sexe (homme, femme)
nationalite´ et re´sidence (re´sidents luxembourgeois, re´sidents
e´trangers, e´trangers non re´sidents)
statut de travail (employe´s prive´s, ouvriers)
anne´e de naissance
aˆge au de´but de l’activite´ professionnelle
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1 ligne par anne´e → 1 ligne par salarie´
se´lection de la pe´riode d’analyse
e´limination des anne´s de pause (maximum 5)
se´lection des salarie´s qui travaillaient au moins 20 ans
Transformations en SPSS
e´limination des salarie´s qui avaient des salaires mensuels supe´rieurs a`
15.000 euros
transformation des tous les salaires supe´rieurs a` 7.577 euros en 7.577
euros
cre´ation des variables temporelles ne´cessaires pour la proce´dure Proc
Traj
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La proce´dure Proc Traj
Se´lection de la pe´riode d’analyse pour des raisons macroe´conomique
(Crise dans l’acie´rie et e´mergence de la place financie`re du Luxembourg).
20 anne´s de travail pour des salarie´s qui commencent a` travailler entre
1982 et 1987.
Macro Proc Traj :
DATA TEST ;




PROC TRAJ DATA=TEST OUTPLOT=OP OUTSTAT=OS OUT=OF
OUTEST=OE ITDETAIL ;
ID ID ; VAR O1-O20 ; INDEP T1-T20 ;
MODEL CNORM ; MAX 8000 ; NGROUPS 6 ; ORDER 4 4 4 4 4 4 ;
RUN ;
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Re´sultats pour 9 groupes (1)
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Re´sults pour 9 groupes (2)
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1er groupe
13.4 % de la population
P(x) = 590 + 388t − 14t2 + 0.009t4
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 25 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
1er groupe
13.4 % de la population
P(x) = 590 + 388t − 14t2 + 0.009t4
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 25 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
1er groupe
13.4 % de la population
P(x) = 590 + 388t − 14t2 + 0.009t4
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 25 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
1er groupe
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 26 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
1er groupe
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 27 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
1er groupe
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 28 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
1er groupe










Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 29 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
1er groupe
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 30 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
1er groupe
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 31 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
1er groupe
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 32 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
1er groupe
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 33 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
1er groupe
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 34 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
2eme groupe
16.9 % de la population
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3eme groupe
20.8 % de la population
P(x) = 709 + 318t − 21.5t2 + 0.62t3
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7.9 % de la population
P(x) = 976 + 474t − 29.6t2 − 0.029t4
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P(x) = 1452 + 490t − 29.6t2 + 1.38t3 − 0.028t4
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7eme groupe
6.6 % de la population
P(x) = 2556 + 484t − 29.9t2 + 0.66t3
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8eme groupe
8.4 % de la population
P(x) = 1987 + 537t − 52.7t2 + 2.06t3 − 0.028t4
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9eme groupe
6.4 % de la population
P(x) = 3873 + 206t + 30t2− 2.89t3 + 0.06t4
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Dynamique des salaires
Croissance annuelle moyenne des salaires :
Groupe 1 Groupe 2 Groupe 3 Groupe 4 Groupe 5
λi = 3.07% λ2 = 0.96% λ3 = 1.45% λ4 = 2.82% λ5 = 0.19%
Groupe 6 Groupe 7 Groupe 8 Groupe 9
λ6 = 2.58% λ7 = 1.28% λ8 = 0.48% λ9 = 1.09%
Carrie`res plates : groupes 2,5 and 8.
Croissance normale : groupes 3,7 and 9.
Carrie`res dynamiques : groupes 1,4 and 6.
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Exemple simplifie´
2 trajectoires S1 et S2 avec des tailles de groupe de 60% et 40%
respectivement de la population.
Dure´e de l’activite´ professionnelle : T = 40 anne´s.
Espe´rance de vie additionnelle : T ∗ = 20 anne´es.
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Hypothe`ses
Les salaires augmentent line´airement, S1 avec une valeur initiale de 1500
euros et un taux de croissance annuel de 3 %, S2 avec une valeur initiale
de 1000 euros et un taux de croissance annuel de 2 %.
Les pensions augmentent aussi line´airement, P1 avec une valeur initiale de
2718 euros et un taux de croissance annuel de 2%, P2 avec une valeur
initiale de 1104 euros et un taux de croissance annuel de 1%.
Au Luxembourg, il y a un mode`le de re´partition, ce qui veut dire que les
retraites a` l’instant t sont paye´s par les cotisations des salarie´s au meˆme
instant t. Chaque ge´ne´ration finance donc les retraites de la ge´ne´ration
pre´ce´cente.
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Taux de remplacement
Taux de remplacement = premie`re pension / dernier salaire








Un salarie´ qui a la trajectoire de salaire S1 avec une probabilite´ de 75 % et
la trajectoire S2 avec la probabilite´ de 25 % a un taux de remplacement de
trep =
0.75× 2718 + 0.25× 1104
0.75× 1500(1 + 0.03)39 + 0.25× 1000(1 + 0.02)39 ' 56%.
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Potentiel de couverture dans un mode`le mixte
Nous voulons calculer la somme annuelle a que nous devons placer chaque
anne´e pour obtenir un taux de remplacement de´sire´ taim.
a de´pend bien suˆr du taux d’inte´reˆt du placement i .
Si i ∼ U(2%; 7%), a varie entre 46 et 252 euros avec une moyenne de 124
euros.
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Indice de soutenabilite´ du re´gime par re´partition
τ1 = somme de tous les salaires des actifs divise´ par la somme de toutes
les pensions.
τ1 = moyenne ponde´re´ des salaires pour chaque groupe / moyenne
ponde´re´ des pensions de chaque groupe = 2.7 en moyenne.
Cela veut dire que le salarie´ actif doit gagner 2.7 euros pour payer 1 euro










τ1 de´pend du taux de´mographique d .
En fait, si d ∼ U(0%; 5%), τ1 varie entre 6.7 euros et 1.6 euros.
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 121 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
Indice de soutenabilite´ du re´gime par re´partition
τ1 = somme de tous les salaires des actifs divise´ par la somme de toutes
les pensions.
τ1 = moyenne ponde´re´ des salaires pour chaque groupe / moyenne
ponde´re´ des pensions de chaque groupe = 2.7 en moyenne.
Cela veut dire que le salarie´ actif doit gagner 2.7 euros pour payer 1 euro










τ1 de´pend du taux de´mographique d .
En fait, si d ∼ U(0%; 5%), τ1 varie entre 6.7 euros et 1.6 euros.
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 121 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
Indice de soutenabilite´ du re´gime par re´partition
τ1 = somme de tous les salaires des actifs divise´ par la somme de toutes
les pensions.
τ1 = moyenne ponde´re´ des salaires pour chaque groupe / moyenne
ponde´re´ des pensions de chaque groupe = 2.7 en moyenne.
Cela veut dire que le salarie´ actif doit gagner 2.7 euros pour payer 1 euro










τ1 de´pend du taux de´mographique d .
En fait, si d ∼ U(0%; 5%), τ1 varie entre 6.7 euros et 1.6 euros.
Jang SCHILTZ (Universite´ du Luxembourg) Jean-Daniel GUIGOU (Universite´ du Luxembourg) Bruno LOVAT (Universite´ Nancy II) ()Les retraites au Luxembourg 13 Mai 2011 121 / 127
includegraphics[height=0.5cm]lsf.eps
Indice de soutenabilite´ du re´gime par re´partition
τ1 = somme de tous les salaires des actifs divise´ par la somme de toutes
les pensions.
τ1 = moyenne ponde´re´ des salaires pour chaque groupe / moyenne
ponde´re´ des pensions de chaque groupe = 2.7 en moyenne.
Cela veut dire que le salarie´ actif doit gagner 2.7 euros pour payer 1 euro










τ1 de´pend du taux de´mographique d .
En fait, si d ∼ U(0%; 5%), τ1 varie entre 6.7 euros et 1.6 euros.
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Indice de soutenabilite´ du re´gime par capitalisation
τ2 = somme de tous les salaires des actifs divise´ par la somme de toutes
les pensions venant de l’e´pargne cumule´e.
τ2 = Somme des salaire / retour sur investissements = 16.5 en moyenne.




aj(i − λj) i
(1 + i)T − (1 + λj)T
(1 + i)T − 1 .
Si i ∼ U(2%; 7%), τ2 varie entre 18 et 15 euros.
τ2 de´pend de a, donc a ne permet pas seulement d’obtenir le taux de
remplacement de´sire´, mais permet e´galement de controˆler la variabilite´ de
l’indice de soutenabilite´ du re´gime par capitalisation.
On cherche un compromis entre un taux de remplacement e´leve´ et un
indice de soutenabilite´ par capitalisation faible.
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Risque syste´mique
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Coefficient de soutenabilite´ global
τ = xτ1 + (1− x)τ2
est le nombre d’euros ne´cessaires pour ge´ne´rer un 1 euro de retraite.
Ici x euros proviennent de la re´partition et 1− x euros de la capitalisation.
On veut limiter le risque du syste`me hybride sans re´duire les pensions et
minimiser en meˆme temps l’effort de capitalisation.
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mesure le gain de soutenabilite´ du syste`me mixte par rapport au syste`me
de re´partition pure.
Nous supposons que la fonction d’utilite´ U = U(a) d’un salarie´ actif est
de´croissant en a.
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Gain de soutenabilite´ et montant d’e´pargne optimal (1)
The´ore`me : La valeur x = x∗ pour laquelle la fonction d’utilite´ U est
maximale sous la contrainte de soutenabilite´
G (x) ≥ G ∗
est e´gale a` x∗ = 1− G ∗.





var(τ1)(1− G ∗) ,
ou` K = Var [
Sj
aj (i−λj ) i
(1+i)T−(1+λj )T
(1+i)T−1 ] de´pend de sa trajectoire de salaire.
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Exemple
Un salarie´ qui veut diviser par 2 la variabilite´ de son indice de soutenabilite´
du syste`me par re´partition doit e´pargner chaque anne´e au moins la somme
suivante :
Groupe G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 G9
Annuite´ 4466 713 1448 5231 220 6364 2809 743 3140
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